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4.1. Separarea rădăcinilor reale la polinoame cu coeficienţi reali . . 36

4.2. Separarea rădăcinilor la polinoame cu coeficienţi complecşi . . 40
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Figura 1.3: Discurile de rază R şi R′. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Figura 1.4: Exemple pentru programul Schur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

Figura 1.5: Grafice pentru programul Schur(Comp).. . . . . . . . . . . . . . . . 14

Figura 1.6: V (m1M1(c)T , Sturm(c, 10−12)) = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Figura 1.7: V (m2M2(c)T , Sturm(c, 10−12)) = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Figura 1.8: V (Kakeya(c)T , Sturm(c, 10−12)) = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Figura 2.1: Coroana C(0,m, M) determinat cu algoritmul Alg1. . . . . . . . . . 24

Figura 2.2: Coroana C(0,m, M) pentru algoritmul Alg2. . . . . . . . . . . . . . 25

Figura 4.1: Coroana C(0,m, M) pentru algoritmul Alg3. . . . . . . . . . . . . . 39

Figura 4.2: Acoperirea coroanei circulare cu discuri.. . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Figura 6.10: Bazinele de atracţie pentru MC1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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Figura 9.5: Graficul condiţiei (9.41). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

Figura 10.1: Discuri Smith. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237

Figura 10.2: Discuri Braess-Hadeler. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

Figura 10.3: Discuri Gerschgorin. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
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Prefaţă

Studiul rădăcinilor polinoamelor algebrice a fost unul din cele mai prolifi-
ce subiecte ı̂n istoria milenară a matematicii. Determinarea valorii pentru care
polinomul algebric se anulează a fost ı̂n atenţia a mii de matematicieni. John
Michael McNamee a publicat o bibliografie pe această temă ı̂n patru ediţii
[110], [111], [112] şi [113], ultima conţine conţine 32 de capitole ı̂n cadrul a
peste 300 de pagini, având aproximativ 10 000 de titluri, unde apar doar rezul-
tatele publicate ı̂n limbile de largă circulaţie internaţională (engleză, fraceză
şi germană), ı̂n reviste şi edituri de prestigiu. O lucrarea de referinţă pen-
tru tema prezentată ı̂n această carte este volumul VIII, Numerical Solution of
Polynomial Equations din seria Handbook of Numerical Analysis [161], tipărită
sub egida Elsevier Science.

Teoria matematică a ecuaţiilor algebrice este un capitol ı̂ncheiat al alge-
brei ı̂ncă de la sfârşitul secolului al XVIII-lea odată cu demonstrarea, de către
Gauss (1799), a teoremei fundamentale a algebrei. A rămas deschisă problema
determinării practice a soluţiilor ecuaţiilor algebrice.

Odată cu ideea genială a lui Isac Newton (1669)
[116] de a aproxima rădăcina unui polinom cu punctul de
intersecţie al tangentei cu axa OX, s-a deschis o nouă cale
de determinare a soluţiilor ecuaţiilor. Niels Abel a demon-
strat (1826) că formulele de calcul a rădăcinilor cu radi-
cali pot fi folosite numai pentru ecuaţii algebrice de grad
cel mult 4. Din acest moment era clar că determinarea
soluţiilor ecuaţiilor algebrice de grad mai mare decât 4 se
va putea face numai cu metode de aproximare.

Multe cercetări au fost efectuate pentru a determina
marginile rădăcinilor polinoamelor. Există o multitudine de constante care
majorează şi, respectiv, minorează marginea superioară şi marginea inferioară
ale rădăcinilor polinomului. În cele mai multe cazuri majorarea sau mino-
rarea este grosieră. Prezentăm, ı̂n această carte, algoritmi de determinare a
unui majorant şi, respectiv, minorant ce aproximează marginile superioară şi,
respectiv, inferioară a rădăcinilor polinomului cu o precizie dată [31].

Problema are importanţa ei pentru că permite delimitarea cât mai exactă
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a coroanei circulare ı̂n care se găsesc toate rădăcinile complexe şi segmentele
de pe axa reală care conţin toate rădăcinile reale.

Mulţi matematicieni au considerat metode noi pentru aproximarea
soluţiilor ecuaţiilor algebrice: Bernoulli [55], [81], Sturm [171], Euler şi Cheby-
shev [158], Laguerre [100], Weierstrass [185], Bairstow [10], Muller [115],
Lehmer [102], Docev [49], Durand [50], Börsch-Supan [13], [14], Kerner [87],
Ehrlich [51], Jenkins şi Traub [83], Aberth [3], Halley [68], [158], [97], [11],
Tanabe [174], Wang şi Zheng [182] etc. Începând cu anul 1937, Ostrowski
[122] publică mai multe articole prin care demonstrează convergenţa locală a
metodei Newton ı̂n cazul funcţiilor de o variabilă reală.

Rezultatul lui Kantorovich din 1948 [85], care de-
monstrează convergenţa pătratică a metodei Newton ı̂n
spaţii generale Banach, este fundamental. Acest rezul-
tat domină literatura de specialitate, apărând mii de arti-
cole pe această temă. După modelul dat de Kantorovich,
trei probleme se pun ı̂n legătură cu metodele de aproxi-
mare a rădăcinilor polinomului: convergenţa, ordinul de
convergenţă şi estimarea erorii. Pe lângă aceste direcţii de
cercetare referitor la metodele numerice pentru ecuaţiile
algebrice, exită multe alte teme de interes.

Problematica stabilităţii Routh-Hurwitz a metodelor
numerice [76], [155] este, ı̂ncepând cu secolul XX, o problemă intens studiată
judecând după impresionanta bibliografie [113, capitolul Stability Questions
(criteriul Routh-Hurwitz etc.)] pe această temă.

Bairstow [10] a considerat o metodă de factorizare a polinoamelor ı̂n
termeni de ordinul 2. Metoda Bairstow s-ar putea chema Bairstow-Newton
pentru că sistemul neliniar ce intervine ı̂n deducerea procesului iterativ este
rezolvat cu metoda Newton. În această carte vom prezenta metode de tip
Bairstow de ordinul 2 şi 3 pentru factorizarea polinomului care au fost numite
Bairstow-secantă, Bairstow-Steffensen, Bairstow-Fridman [28], [29], [30], după
cum pentru deducerea procesului iterativ, ce se face prin rezolvarea unui sistem
neliniar de ordinul doi sau trei, s-a folosit metoda secantei, metoda Steffensen
[170] sau metoda Fridman [60].

Mult mai târziu s-a pus problema iteraţiei de start, de aici rezultând
problema bazinelor de atracţie a metodelor [32], [33], [34], [45], [40]. Foarte
interesant este faptul că bazinele de atracţie pentru metode de tip Newton au
o strânsă legătură cu teoria Fatou-Julia a fractalilor sau mai bine zis a atracto-
rilor. Această observaţie s-a făcut ı̂n anul 1985 când s-a reprezentat prima dată
grafic mulţimea punctelor, dintr-un pătrat, din care metoda Newton converge
pentru ecuaţia z3 − 1 = 0 [54].

Algoritmul Lehmer-Schur [102] este o metodă de separare a rădăcinilor
polinomului cu coeficienţi complecşi, care are un neajuns importat, cu cât o
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rădăcină este separată mai târziu, cu atât creşte incertitudinea faţă de pre-
cizia separării. Vom prezenta o variantă proprie a acestei metode care evită
acest neajuns [31]. Metoda Weyl [127] este o metodă de separare, fiind o ge-
neralizare a algoritmului de bisecţie din R, ı̂n planul complex, unde intervalul
complex este considerat pătratul. Metoda Weyl, cunoscută şi sub denumirea
de construcţia Quadtree [125], este una din metodele cu cea mai mică com-
plexitatea a calculului, fapt ce face să fie un algoritm ”foarte atrăgător”.

În 1981 Smale [167] defineşte noţiunea de ”zero aproximativ”, noţiune
care stă la baza teoriei estimării punctului [141]. Această teorie permite
definirea apriori a bazinelor de atracţie pentru soluţiile ecuaţiei algebrice ı̂n
funcţie de metoda folosită.

Se remarcă dezvoltarea deosebită a metodelor simultane de determinare
a tuturor rădăcinilor ecuaţiei algebrice [50], [49], [13], [87], [51], [3], [174],
[182] etc. În legătură cu aceste metode s-au dezvoltat metodele de incluzi-
une care folosesc o aritmetică a intervalului complex şi discurile de incluziune
Gerschgorin [53], unde intervalul complex este discul. O lucrare fundamen-
tală pentru metodele de incluziune o datorăm lui Petković [133], acelaşi autor
ı̂n anul 2002 elaborează o lucrare de sinteză ce cuprinde ultimele rezultate
referitoare la metodele de incluziune [137].

La ora actuală se fac eforturi importante ı̂n direcţia paralelizării algorit-
milor şi a folosirii calculelor ı̂n precizii extinse pentru a rezolva ecuaţii cu grad
mare (> 100) şi a obţine rădăcini cu precizii ı̂nalte.

Nu este necesar să avem un polinom de grad mare pentru a avea probleme
de determinare a rădăcinilor cu o acurateţe mare, este suficient un polinom
rău condiţionat sau cu rădăcini multiple pentru ca să avem dificultăţi de de-
terminare a rădăcinilor.

Sunt interesante metodele mixte, ı̂n care se combină o metodă de separare
a rădăcinilor, ı̂n faza iniţială a algoritmului, cu o metodă rapid convergentă,
ı̂n partea a doua a algoritmului. La aceste metode este important criteriul
prin care renunţăm la metoda de separare şi luăm ı̂n considerare metoda rapid
convergentă. Teoria estimării punctului joacă un rol hotărâtor din acest punct
de vedere [35], [41], [39], [36], [38].

Datorită dezvoltării tehnologice hard şi soft s-a ajus la performanţe re-
marcabile. Determinarea tuturor rădăcinilor pentru ecuaţiile algebrice de grad
99 nu mai constituie o problemă de timp CPU şi acurateţe de determinare. La
ora actuală există pachete de calcul ştiinţific (Mathcad [104], [37], [44], Mate-
matica, Maple, Matlab, . . . ), sau biblioteci de programe ştiinţifice (IMSL [1],
NAG [2], DROOTS, . . . ) care furnizează funcţii sau programe de rezolvare a
ecuaţiilor algebrice de grad mare cu precizii de 15, 24 sau 32 de cifre zecimale.
Apelând la calculul simbolic se pot furniza rădăcini exacte sau cu un număr
mare de zecimale exacte (100–250 cifre zecimale). Pentru a vedea ultimele
probleme referitoare la rădăcinile polinoamelor se poate consulta excelentul
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articol a lui Burgnano şi Trigiante [18].
În această carte se prezintă peste 50 de metode de aproximare a ră-

dăcinilor ecuaţiilor algebrice, unde s-au avut ı̂n vedere construcţia metodei,
convergenţa, ordinul de convergenţă, estimarea erorii, bazinele de atracţie ale
metodei, iar ı̂n unele cazuri s-au făcut referiri şi la complexitatea calculului.
Rezultatele teoretice sunt urmate de prezentarea algoritmilor, a programelor
şi a exemplelor rezolvate. Toate exemplele şi programele au fost realizate ı̂n
Mathcad 2001 [37], [44]. Considerăm că această carte conţine multe programe
ce pot constitui un suport de ı̂nvăţare a programării ı̂n Mathcad. În exem-
plele date s-au preferat polinoame cu rădăcini numere ı̂ntregi sau cu rădăcini
complexe ce au partea reală şi partea imaginară ı̂ntreagă pentru a se evidenţia
uşor erorile de aproximare.

Cartea se adresează programatorilor, cercetătorilor, cadrelor didactice
din ı̂nvăţământul superior, studenţiilor care sunt familiarizaţi cu analiza nu-
merică. Se prezintă suportul teoretic pentru metodele numerice şi algoritmii
ce stau la baza programelor performante de rezolvare numerică a ecuaţiilor
algebrice.

Demonstraţiile teoremelor şi propoziţiilor, ı̂n multe cazuri, nu pot fi par-
curse şi verificate fără a avea la ı̂ndemână un soft (Mathcad, Maple, Matemat-
ica, Scientific Word, ...) ce asigură calcul simbolic şi rutine pentru rezolvarea
ecuaţilor algebrice, pentru a verifica calcule complexe şi a rezolva ecuaţii al-
gebrice de grad mare. Considerăm că acest fapt este o noutate importantă ı̂n
literatura ştiinţifică din România.

Autorul deţine toate documentele Mathcad versiunea 11.0 (148 de fişiere
MCD şi un fişier README.txt) pentru demonstraţiile ı̂n detaliu a teoremelor
şi propoziţiilor prezentate, acestea pot fi accesate de pe CD-ul ataşat cărţii.

Mulţumesc tuturor celor care au fost alături de mine pentru scrierea
acestei cărţi.

Arad, 08 Februarie 2005 Autorul
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cureşti, 25-27 May 2000.

[36] O. Cira. Approximate zeros of algebraic polynomials with higer conver-
gence order mixture methods. In Bulletins for Applied and Computing
Mathematics, Pannonian Applied Mathematical Meetings, Interuniver-
sity Network in Central Europe, number 1732 in BAM, pages 27–36.
Caretaken by the PAMM-Centre at the Technical University of Bu-
dapest, June 2000.
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[139] M. S. Petković and D. Herceg. Point estimation and safe convergence
of root-finding simultaneous methods. Scientific Review, 21-22:117–130,
1996.
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real roots. J. Comp. Appl. Math., 162(1):33–50, 1 January 2004.

[155] E. J. Routh. Stability of a dynamical system with two independent
motions. Proc. London Math. Soc., 5:97–99, 1874.

[156] S. M. Rump. Ten methods to bound multiple roots of polynomials. J.
Comput. Appl. Math., 156:403, July 2003.

[157] T. R. Scavo and J. B. Thoo. On the geometry of Halley’s method.
The American Mathematical Monthly, 102:417–426, 1995.
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